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Ce devoir comporte deux problémes entiérement indépendants que vous pouvez aborder dans n'importe quel
ordre. Vous veillerez a indiquer clairement le numéro de chaque probléme traité et a respecter la numérotation des
questions proposée par I'énoncé. Toutes les réponses devront étre soigneusement justifiées et les calculs expliqués
par au moins une phrase. La présentation sera prise en compte dans 'appréciation finale de la copie. Il n'est pas
nécessaire de traiter I'ensemble des questions du sujet pour obtenir une bonne note.

Probleéme 1 - Alignement remarquable de trois points du plan

Ce probléme a pour but de démontrer a I'aide des nombres complexes, I'alignement remarquable de
trois points du plan dans une configuration géométrique simple, décrite dans la partie B. Cette démons-
tration requiert 'utilisation de quelques résultats sur les liens quilient géométrie plane et nombres com-
plexes qui font I'objet de la partie A. La partie C envisage une réciproque de la propriété remarquable
démontrée dans la partie B.

La partie B peut étre traitée entierement en admettant les résultats de la partie A. Il conviendra néan-
moins de lire entierement les définitions des notations a utiliser dans la suite. La partie C peut étre traitée
indépendamment de la partie B sous réserve d'avoir compris et admis les résultats de cette derniéere.

PARTIE A GEOMETRIE PLANE & NOMBRES COMPLEXES

Soit 22 le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O, ii, U). Tout point M du plan sera
repéré par son affixe zy; € C. On rappelle que, dans ce cas, le module |zyf| du nombre complexe zy

est ¢gal a la norme “ (JM” du vecteur OM, et que son argument, arg(zys), correspond a I'angle orienté

(tt, OM) entre les vecteurs i et OM modulo 27,
1. Soient A et B deux points du plan d'affixes respectives z, et zg. Justifier que I'affixe Z— du vec-

teur AB est égale a zg — z4. En déduire que :
”Eﬁ” = ‘ZIB; = |zg—2z4| et (-ﬁ.A_.B_] = arg[Zﬂ) = argl(zp—z4) [27].

2. Soit C un troisieme point d'affixe z¢, aligné avec les points A et B et distinct de ces deux derniers.

Justifier que, dans ce cas:
Zae ZC— Z4
arg(z’“‘) _ arg[¥) -0 [n].

AB Zp —&ZA
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En déduire que le nombre complexe

Dans le cas ot le point C est tel que les vecteurs AB et AC sont orthogonaux, que peut-on en
déduire sur, respectivement :

?

L0~ ZA aC — ZA
=arg|—— ey ——
ZB — ZA ZB —ZA
Soit r I'application de 22 dans 2 qui a tout nombre complexe z associe le nombre complexe z’
tel que:
1z |=1z| et arg(z-z)=6 [2n], O€eR.

. Montrer que le point M’ d’affixe 2/, est I'image du point M d'affixe z, par la rotation plane de

centre O et d’angle # modulo 27.

Justifier également que : z' = e!? z ot1 i est le nombre complexe de module égal a 1 et d’argument
/2 modulo 27.

Soit z un nombre complexe. On rappelle que le conjugué de z est le nombre zZ de méme partie
réelle que z, tel que: Imz = Im z.

Montrer que : 2z = |z]2.

. Onsuppose a présent z # 0 et soit 2’ un nombre complexe quelconque.

!
z . . 5 —y -
Montrer que le rapport — est réel si et seulement si, le produit z'z I'est également.
z

PARTIE B : PROPRIETE DIRECTE D'ALIGNEMENT

Dans la plan complexe 22, on consideére le point O’ d'affixe 1, et un point Q d'affixe w, situé en dehors de
I'axe réel et tel que : QO = Q O'. On appelle r la rotation plane de centre £, qui transforme O en O'.

L.
2

Exprimer les affixes Z77 et 230 respectives des vecteurs Q O et Q0 en fonction de w.

En déduire que:

‘55 1 1
Z‘J:l—— et ‘1——:1.
“_(j w w

. Soitle point M’ d'affixe z', image du point M d'affixe z, par la rotation r.

Exprimer les affixes Z-— et Z—; respectives des vecteurs Q M et Q M’ en fonction de w, z et Z'.

QM oM’
. Pourquoi peut-on affirmer que :
Zﬁ" 1
M 3__" 2

- . ] L4 a I
En déduire que I'expression complexe de la rotation r estde la forme: r(z) = 2’ = (1 - —) ¥ 1
w

Soient ¢ le cercle de centre O passant par (2, et 6, le cercle de centre O’ passant également
par Q.

Justifier que les cercles € et ¢ sont de méme rayon R, et qu'ils ont nécessairement un second
point d'intersection que I'on appellera Q',d'affixe .

Soit M un point du cercle €, distinct de Q', d’affixe z. Soit M' I'image du point M par la rotation r.

Montrer que : zZ = ww = R°.
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. Exprimer ensuite le rapport

En comparant le module des affixes des vecteurs OM et O'M’, montrer que le point M’ appartient
au cercle €".

Déterminer les affixes Z-p et Zsl’_\} respectives des vecteurs Q'M' et Q' M en fonction de z, w et
. - e iV
leurs conjugués.
Z

f !

et montrer que ce dernier est réel.
O'M

En déduire que les points Q', M et M’ sont alignés.

Dans le cas ot le point M est confondu avec Q', montrer que la droite (MM'’) est tangente au

cercle € en Q.

Pourquoi peut-on généraliser les résultats précédents en supposant le point O' d'affixe réelle

quelconque différentede O et 1?

PARTIE C : PROPRIETE RECIPROQUE

On consideére deux cercles € et €' sécants en deux points Q et Q" et D une droite passant par Q. On
suppose également que D recoupe le cercle € en M, et le cercle €' en M'.

1.

Soit r la rotation plane qui transforme le cercle ¢ en ¢ et soit M,, I'image du point M par la
rotation r, autrement dit: r(M) = M,.

. Montrer que, d'apres la partie B, M, = M’ ou M, = (.

Montrer que I'égalité M; = Q' est en contradiction avec les hypotheses de 1'énoncé. En déduire
que M' = r(M).

. Sur une figure, placer un point Q et deux points P et P’ tels que QP = QP’. Soit Q un point

quelconque distinct de Q et P.

Donner un programme de construction qui permette de tracer au compas et a la régle, le point
Q', image du point Q par la rotation de centre Q qui transforme le point P en P'.

Probléme 2 - Etude de la fonction « cotangente »

La fonction cotangente est définie pour tout réel x tel que sin(x) # 0 par : cotan(x) =

Ccos(x)

- . On se
sin(x)

propose d’étudier quelques propriétés remarquables de cette fonction dans les parties A et B suivantes.
La partie B peut étre entierement traitée en admettant les résultats de la partie A.

PARTIE A

. Déterminer I'ensemble de définition 2 de la fonction cotangente.

Montrer que la fonction cotangente est dérivable sur 2 et que sa dérivée peut s'exprimer par :

1 2
cotan’(x) = ———— = —1-cotan®(x).
sin“(x)
Vérifier que la fonction cotangente est impaire, périodique, de période 7.

Dresser le tableau des variations de la fonction cotangente sur l'intervalle |O, [. On précisera,
en les justifiant, les limites aux bornes ainsi que les valeurs prises par la fonction et sa dérivée
en /2.



Montrer que la courbe représentative de la fonction cotangente possede un point d'inflexion sur
I'intervalle ] O, [, et donner I'équation de la tangente a la courbe représentative en ce point.

Tracer la courbe représentative de la fonction cotangente sur l'intervalle | — 7, 7] dans un repére
orthonormal.

. Montrer que, pour tout réel x de I'intervalle 0,5 [, sin(x) < x < tan(x).

. En déduire que, pour tout x dans le méme intervalle ]0. %[ :

1

S 1+ cotanz[.\’J.
X

cotan’ (x) =

PARTIE B

Soient deux suites (S,) yery et (1) yeny+, définies pour tout entier n non nul, par :

. Justifierque: S, = )

. Montrer que si k est un entier compris entre 1 et n, alors: 0 <

1 1
S1=1, etpourn=2, §,=§,.1+— e T,=8,+—.
ne .

1
k=1 kz

2n-+1

. Pour tout entier n non nul, on montre que :

2n+1

27

2n+1

N 2ni2n—-1)

] + cotan® :
6

u::u:)l'an2 (

5 NI = km
+ -4 cotan [ ]

2n+1/ " &=

En utilisant les résultats de la partie A et des questions 1 et 2 précédentes, montrer que, pour tout
entier n non nul :

14 (2n(2n—1}) , n? [ 2;:(2;:—1}]

v 2 =o = ] 2
(2n+1) 6 (2n+1) 5

. En déduire que la suite (S,) est convergente et préciser sa limite S.

. Montrer que la suite (T},) est convergente et de méme limite que (S,).

Montrer que pour tout entier n nonnul: §, =<S<T,.

. En déduire que, pour tout entier n non nul: [S,,— S| < T,,—S,.

. Déterminer un entier naturel N tel que: S, — S| < 1072

En déduire une valeur approchée de la somme ) — a 107 prés défaut.

2

k=1"™

Fin de I'épreuve




